§ 28 Einfiihrung in die Statistik

28.1 Definition: Seien X und Y endliche Mengen, und seif : X — Y eine Abbildung. Die Abbildung
Y — Ny, y — [{x € X|f(x) =y}| wird (absolute) Hiufigkeitsverteilung von f genannt und mit hy

bezeichnet. Als relative Hiufigkeitsverteilung ry von f definiert man die Abbildung Y — R{,y — ‘Yl‘hf.o

28.2 Bemerkung: Absolute und relative Hiufigkeitsverteilungen lassen sich graphisch darstellen.
Ist eine relative Haufigkeitsverteilung ry gegeben, so wird etwa in einem sogenannten Stabdiagramm
mit Skalierungsfaktor a fiir jedes Element y des Definitionsbereichs von ry ein Stab der Hohe a - r¢(y)
eingezeichnet, wahrend bei einem sogenannten Kreisdiagramm ein Kreissektor eingezeichnet wird,
dessen Winkel gleich 27 - r¢(y) ist. o

Beispiel: Die relative Haufigkeitsverteilung ry : {A,B,C} — Ry mitrp(A) = 2 und rf(B) =
sowie rf(C) = - 14Bt wie folgt in einem Stab- beziehungsweise Kreisdiagramm darstellen.
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28.3 Definition: Sein € N, und sei x = (x,...,x,) € R" Dann bezeichnet man den Wert
L(x1 4 - - - + xy) als arithmetisches Mittel der Datenreihe x und schreibt dafiir auch x. o
Beispiel: Das arithmetische Mittel von (1,0, —3,6,16) ist (1 +0 — 3 + 6 + 16) = 4. o

28.4 Definition: Sein € N,und seix = (xy,...,x,) € R". Ein Median der Datenreihe x ist ein Wert
x* € Rmit |[{i e {1,...,n}|x; <x*} < Jund[{ie{1,...,n}[x>x"}| <7 o

Beispiel: Gegeben sei die Datenreihe (1,0, —3, 6, 16). Fiir x* = 1 enthélt sowohl die Menge der
Daten kleiner x* als auch die Menge der Daten gréRer x* hochstens die Hilfte aller Daten (ndmlich
jeweils genau 2: man hat 0, —3 < 1 und 6, 16 > 1). Andere Werte von x* erfiillen diese Eigenschaft
nicht, also ist 1 der einzige Median der Datenreihe. o

Beispiel: Gegeben sei die Datenreihe (1,0, —3, 6). Fiir x* = 7 enthilt sowohl die Menge der Daten
kleiner x* als auch die Menge der Daten gréRer x* hichstens die Hilfte der Daten (ndmlich jeweils
genau 2: man hat 0, —3 < J und 1, 6 > 7). Diese Eigenschaft wird von allen x* € [0, 1] erfiillt, also
sind alle Werte aus [0, 1] Mediane der Datenreihe. o
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28.5 Bemerkung: Die Mediane einer Datenreihe (xy, ..., x,) lassen sich am besten bestimmen,
wenn man die Datenreihe aufsteigend sortiert. Aus der sortierten Datenreihe (x(1y, . .., x)) liest
man fiir n ungerade den Wert x w1y als einzigen Median ab, wihrend fiir gerades n genau die Werte
aus dem Intervall [xr), (11| die Mediane der Datenreihe sind. o

28.6 Definition: Sein € Nmitn > 2, und seix = (x,...,x,) € R". Die Stichprobenvarianz von x
wird definiert als —=((x; — X)* + - - + (x, — X)?), und die Quadratwurzel aus diesem Wert wird
Stichprobenstandardabweichung der Datenreihe x genannt und mit s, bezeichnet. o

Beispiel: Die Datenreihe (1,0,—3,6) hat (1 + 0 — 3 + 6) = 1 als arithmetisches Mittel. Die
Stichprobenvarianz berechnet sich damit zu 3 ((1—1)*+(0—1)*+(=3—1)*4+(6—1)%) = ;-42 = 14,
und die Stichprobenstandardabweichung ist damit /14 ~ 3,74. o

28.7 Bemerkung: Kann das Ergebnis eines Zufallsexperiments durch eine Normalverteilung mit

Parametern i und o modelliert werden, so kann man, falls x = (x;, ..., x,) € R" eine Stichprobe
des Zufallsexperiments darstellt, den Wert x als Ndherung von 1 und den Wert s, als Ndherung von
o verwenden. o

28.8 Definition: Sein € Nundx = (xi,...,x,) € R"eine Datenreihe undp € (0,1) sowie o € R*.
Weiter sei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Wihlt man dann z € R* so,
daB 2®(z) — 1 = p gilt, dann nennt man [x — £z, x + #%] das (symmetrische) Konfidenzintervall der
Datenreihe x zum Konfidenzniveau p fiir die Schatzung des Parameters ;. bei Normalverteilung mit
Parametern ;. und o. o

28.9 Bemerkung: Fiir die Interpretation des Konfidenzintervalls betrachte ein gegebenes Zufalls-
experiment, das durch eine Normalverteilung mit Parametern x und o modelliert werden kann.
Fiihrt man das Zufallsexperiment n-mal durch und berechnet das Konfidenzintervall der erhaltenen
Datenreihe zum Konfidenzniveau p wie in 28.8, so ist der Parameter u mit Wahrscheinlichkeit p
in diesem Konfidenzintervall enthalten. Einige fiir Konfidenzintervalle wichtige Werte der Vertei-
lungsfunktion der Standardnormalverteilung kann man der folgenden Tabelle entnehmen.

X d(x) X d(x) X d(x) X d(x)

0,0000 0,5000  1,1503 0,8750  1,9600 0,9750  2,5758 0,9950
0,2500 0,5987  1,2500 0,8946  2,0000 0,9772  2,7500 0,9970
0,5000 0,6915  1,2816 0,9000  2,2414 0,9875  2,8070 0,9975
0,6745 0,7500  1,5000 0,9332  2,2500 0,9878  3,0000 0,9987
0,7500 0,7734  1,6449 0,9500  2,3263 0,9900  3,0902 0,9990
1,0000 0,8413  1,7500 0,9599  2,5000 0,9938  3,2500 0,9994

Beispiel: Die Datenreihe x = (106, 98,103, 100, 102, 103) habe man durch sechsmalige Messung
einer Grole erhalten. Zu berechnen sei das Konfidenzintervall der Datenreihe x zum Konfidenz-
niveau 95 % fiir die Schitzung des Parameters p bei Normalverteilung mit Parametern ; und o,
wobei o gleich der Stichprobenstandardabweichung von x ist. Man berechnet zunichst x = 102
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und s, ~ 2,757. Nun ist fiir die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung das z € R* zu
bestimmen, fiir das 2®(z) — 1 = 0,95 gilt. Man hat

20(z) —1=095 & 2P(z)=1,95 < P(z) =0,975.

Nach obiger Wertetabelle ist also z ~ 1,9600 zu wihlen. Mit o = s, berechnet man nun f/—"g ~ 2,206,
also erhilt man als Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 95 % ndherungsweise das Intervall
[99,8,104,2]. o
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